Méth. Mat. Phys. - Chapitre 8

Equations différentielles ordinaires
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8.1 Egquations différentielles ordinaires du deuxieme ordre

@ Equation différentielle ordinaire : linéaire inhomogene d'ordre n
Y™ (@) +pa—1 (2) gV (@) + - (2) Y (2)
+po (2)y () = [ () (8.1)

e Equation différentielle ordinaire : linéaire inhomogene d’ordre 2

(8.2)J

@ Solution générale : EDO - linéaire inhomogene d’ordre 2

(S'QO)J

ol c; et ¢y fixés par les conditions au bord et y, (x) solution particuliére.

e Equation différentielle ordinaire : linéaire homogene d’ordre 2

(S.B)J

@ Solution générale : EDO - linéaire homogene d'ordre 2

(8'19)J
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8.2 Meéthode de Frobenius

@ Solution générale : ansatz : développement en série autour de zy % 0
y(x) = Z a; (r — z0)° ou s> 0 et apg #0  (8.24)

@ Solution générale : ansatz : développement en série autour de xg =0

(8.25)

© Polynémes d'Hermite : H,, (x)

© Polynémes de Laguerre : L, (x)
© Polyndmes de Legendre : Py (x)
© Fonctions de Bessel : J,, (x)
@ Méthode de Frobenius :
@ Equation différentielle homogene développée en séries de puissances

© Décalage de I'indice muet j (puissances identiques)

© Equation indicielle (paramétre s) et relation de récurrence (coefficients a;)
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8.3 Méthode du wronskien

@ Equation différentielle ordinaire : homogene linéaire d’ordre 2

y" (x) +p1 (@)Y (x) +po(x)y(x) =0 (8.3)
@ Solution générale et dérivée premiere : homogene d'ordre 2

y(z) =cry1 (x) + c2y2 (z)

y' (r) = c1y; (2) + 295 (2) (8.34)

@ Solution générale et dérivée premiere : écriture matricielle

y () yi(z) vz (x) C1
_ (8.35)
y' (x) n(x) s (x) ) \e
e Wronskien : non-nul : y; (z) et y2 (z) linéairement indépendants
(8.36)
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8.3 Méthode du wronskien

e Dérivée du wronskien : ou vy (z)y) (x) — vy (x) ys (x) =0

W' (@) =1 (z) vy () — yi (%) y2 () (8.37)

e Equation différentielle ordinaire : solutions y; () et ys (x)

yy (x) +p1(x) yy () +po (z) y1 (x) =0

Ys () + p1 () y () + po (z) y2 (x) = 0 (8.38)
e Equation différentielle ordinaire du wronskien : homogene d'ordre 1
W' (x) = —p1 () W (x) (8.40)

e Primitive de I’équation différentielle ordinaire : variable muette 2’

W (x) dW (:E’) o x / /
/ W) / p1 (x') dx (8.41)

@ Solution de I'équation différentielle ordinaire :

In(W (x)) = — /x p1 (z) dx’
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8.3 Méthode du wronskien

@ Wronskien : défini a une constante pres

@ Wronskien : remis en forme

W (@) =1 (@) (2) = o ()32 (@) =1 @)° (224 (8.43)

@ Equation différentielle ordinaire : rapport des solutions
(y2 (37)>, _ W(z)
y1 () Y1 (95)2

@ Deuxieme solution :

(8.44)

(8.45)J

e Deuxieme solution : cas particulier : p; (z') =0 alors W (2') =1

(8.46)J
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8.4 Méthode de Green

e Equation différentielle ordinaire : inhomogene linéaire d'ordre 2

Ly(x)=y" (x)+p1(@)y (@) +po(2)y(x) = f(2) (8.48)

ol la solution particuliere y, (z) est donnée par les fonctions de Green
G(x— ).

@ Source ponctuelle :

f(z)=fod(z— ) (8.50)
e Equation de Green : LG (z — ') =6 (z — ') (8.51)

@ Fonction de Green : causalité

@ Fonction de Green : en z = 2’ par continuité

A(2") y1 (2) + B (2') y2 (2') = 0 (8.54)
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8.4 Méthode de Green

@ Intégrale : équation de Green

x' +e

lir% (G” (x—2)+p1(2)G (x — 2') +po (z) G(x — x’)) dx
E—r 1 — ¢
x'+e
= lim §(r— 2')dr =1 (8.56)
e—=0 J r_ ¢

Continuité de la fonction de Green : en x = &’

x'+e
lim po (2) G (z — 2’')dx =0 (8.57)
e—0 o —

x'+e
lim p1(2) G (x — 2')dx = (8.58)
e—0 o —

x' +e ' +e

9 o Rt / o _
_gl_r%pl(x)G(a: x)x’—e ;I_IE(]_) L p1(z)G(x— x')dxr =0
Intégrale : équation de Green (8.57) et (8.58) dans (8.56)

x’'+e x'+e
lim G" (x — 2')dx = lim G’ (z — 1) =1 (8.59)
e—0 ! — ¢ e—0 ! — e
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8.4 Méthode de Green

@ Fonction de Green : dérivée premiere par rapport x

0 si z<ua
G' (x— ') = 8.55
(@ =) {A(a:’) Yy () + B(2') yh(x) si x> (8.55)
@ Dérivée a droite de la fonction de Green : en z =2z’ (8.59)
A (@) yy (@) + B (') 45 (¢') =1 (8.60)
e Systéme matriciel : en xz =12' (8.54) et (8.60)
y1(2') w2 (a) [A(2) 0
= (8.61)
1 (@) ya(a') ) \B (') 1
o Coefficients : en z =2’
A (2! (o] / 0 _ Y2 (=)
(:C ) 1 Ya (ZC ) — Y2 (:C ) W (x") (8 62)
/ — )
Ba)) W) ww) ) i) nl)
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8.4 Méthode de Green

e Fonction de Green : (8.62) dans (8.53) et causalité

(8.63)J

@ Solution particuliére : source quelconque f (x)

@) =GN = [ Ga-i) ) (3.6

@ Solution particuliere : fonction des solutions du systeme homogene

(8.38)J

@ Méthode de résolution des EDO :

© Premiere solution homogene y; (x) : calcul ou ansatz
© Deuxieme solution homogene y2 () : méthode du wronskien

© Solution particuliere y, () : méthode de Green

Dr. Sylvain Bréchet 8 Equations différentielles ordinaires



8.5 Polynémes de Laguerre

@ Equation de Laguerre : partie radiale de I'équation de Schrodinger pour
I"électron d'un atome d'hydrogene

(8.66) |

@ Méthode de Frobenius :

L, (x) = Z a; x°I ou ag # 0 (8.67)
§=0

e Equation de Laguerre : séries de puissances (8.67) dans (8.66)

xZ(s—l—j— 1) (s+7)a; 25172

j=0
+ (1 — x)Z(s+j)aij+j_1+nZ a; x°7 = (8.68)
j=0 j=0

@ Séries de puissances : (8.68) remis en forme

(s+j)a; x>t — (s+j—n)a;z*7 =0 (8.69)
j=0 §=0
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8.5 Polynémes de Laguerre

o Séries de puissances : (8.41) 1°® somme: j — j + 1

s2apg s+ Z ((8 +i+1D)%a41— (s4+j—n) aj) 5T =0 (8.70)
§=0

e Equation indicielle : facteur de x5~ ! nul dans (8.70)

(8.71))

e Relation de récurrence : facteur de 2577 nul dans (8.70) avec s = 0

(8.73)J

e Premiers coefficients : (8.44)

—n (—1)n
_— — a

agp (874)
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8.5 Polynémes de Laguerre

e Dernier coefficient : (8.73) ou j=n

n—n

(n + 1)2

Upi1 = a, =0 (8.75)

Par récurrence, tous les coefficients a; ou 7 > n sont nuls.

e Coefficients quelconques : (8.45) — (8.48) ou 0<j<n
(-1 n(n—1)...(n— j+1)
()’
(—1)Ynn—1)...(n—j+1)(n—jHn—-j—1)...2-1

(n—jd)(n—j—1)...2-1(j1)"
(=

a; = ao

— 1)’ n!
_ (=1)'n 0 —

1)’
(n— j)1 (1)’ j! (9) "0 (8.76)

Dr. Sylvain Bréchet 8 Equations différentielles ordinaires



8.5 Polynémes de Laguerre

@ Polynome de Laguerre : (8.67) avecag=1,s=0et 0<j<n

(8.77)J

1
Lo (x) =1 et Ly (x) = 51 (2% — 4z + 2)
1
Li(z)=—2+1 et L3($):§(—$3—|—9$2—18$‘|—6)
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8.6 Oscillateur harmonique forcé

@ Oscillateur harmonique forcé :

@ Solutions : systeme homogene : f (t) =0

e Equation caractéristique : (8.83) dans (8.80) ou f(f) =0
M 4+29 A +wi =0 (8.84)

@ Coefficients caractéristiques : amortissement faible : v < wy

)\i:—vi\/ﬁ—woz—yiiw ainsi Ay +A_=—2~ (8.85)

e Premiere solution : systéeme homogene : f(t) =0

e Wronskien : ol p; (t') =27y

W (t) = exp (— /t Mdt’) — e 27t (8.88)
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8.6 Oscillateur harmonique forcé

@ Deuxieme solution

—2~t

: systeme homogene : ou A_ = — (27 + Ay)

Le
xo () = e>‘+t/
(e

t
dt/ — €>\+t 6_ 2(’7—|—>\_|_)t/ dt/
t,>2

e >\_|_ t 6_ 2(’7—l—>\_|_)t e — (2 ’7—{—>\_|_)t A_t

€

_ - (8.89)

2 (v 4+ Ay) 297 +2Xy Ay — A

@ Deuxieme solution :

(8.90)J

@ Fonction de Green :

G(t—t)=—"2 (t)x2 (') — @2 () 21 (V)

(8.87), (8.88) et (8.90) dans (8.63) et causalité

— e V(t_ t/)

Dr. Sylvain Bréchet

W (t) O(t—t) (8:91)
eiVwi—72(t=t) _ miv/wi—2 (t-t) O(t—t)
2i\/wp — 7

8 Equations différentielles ordinaires



8.6 Oscillateur harmonique forcé

@ Amortissement faible : v < wg : pulsation

w= \/wg — 2 (8.92)

e Fonction de Green : amortissement faible v < wg : (8.92) dans (8.91)

sin <w (t — t’))

w

G(t—t)=e0=%)

©t—1t) (8.93)J

G(t—t)

ﬂ

Amortissement faible

(\/\/\/\/\/\/\Vf\,w(tt/)
LA
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8.6 Oscillateur harmonique forcé

@ Amortissement fort : v > wgy : temps d'amortissement

1
V- B

e Fonction de Green : amortissement faible v < wg : (8.94) dans (8.91)

(8.94)

T

t—t

T

G(t—t)=e =) ginh ( ) ot—t) (8.95)J

G(t—t)

! Amortissement fort

t—t/
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8.6 Oscillateur harmonique forcé

L'implémentation des méthodes du wronskien et de Green est nettement
plus simple et directe que le calcul de I'intégrale de contour d'une
transformation de Fourier inverse a |'aide du théoreme des résidus
effectués en sect. 7.6 | Les fonctions de Green ainsi obtenues sont les

memes. .. )
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